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Sur les équations linéaires et la méthode de Laplace. 

Par B. Goursat. 



Un grand nombre de problèmes de la théorie des surfaces se ramènent à 

l'intégration d'une équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre de la 

forme 

s + ap + hq + cz = 0, 

dont on connaît a priori un certain nombre d'intégrales particulières. Si ces 
intégrales particulières vérifient une relation d'une forme très-simple et très- 
générale, je démontre, dans la première partie de ce travail, que la suite de 
Laplace relative à l'équation linéaire se termine dans un sens après un certain 
nombre de transformations, et le nombre maximum des opérations à effectuer 
est fourni par la démonstration elle-même. 

J'applique ensuite cette proposition générale à un certain nombre d'exemples. 
La plupart des résultats auxquels on parvient ainsi ne sont pas, il est vrai, essen- 
tiellement nouveaux ; mais il m'a semblé qu'il y avait quelque intérêt à les 
déduire tous d'un point de vue commun. J'ai énoncé le théorème fondamental 
et indiqué rapidement la démonstration dans une note présentée à l'Académie 
des Sciences le 27 Janvier 1896 (Comptes-rendus, t. CXXII). 

I. 

[1]. Soit* 

dh , dz dz , x 

d^ + a d^ + b W + CZ== °' (1) 

une équation linéaire du second ordre, où a, b, g sont des fonctions quelconques 
des deux variables indépendantes x et y. Nous dirons que n intégrales particu- 
lières sont linéairement distinctes s'il n'existe entre ces intégrales aucune relation 

* J'emploie les notations de Mr. Darboux dans son ouvrage sur la " Théorie des Surfaces" (tome 
II, chapitre II et suivants). 
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linéaire et homogène à coefficients constants, où quelques-uns des coefficients 
sont différents de zéro. Si n intégrales ne sont pas linéairement distinctes, il y 
en a parmi elles un certain nombre n — p qui sont linéairement distinctes, et les 
p intégrales restantes sont des combinaisons linéaires à coefficients constants des 
n — p premières. 

Si la suite de Laplace relative à l'équation (l) se termine dans un sens, elle 
admet pour intégrale une expression de la forme 

z=BY+B 1 Y'+.... + B n _ 1 Y^~ 1 \ (2) 

B, B x , . . . . B n _ 1 étant des fonctions déterminées de a; et de y, et F une 
fonction arbitraire de y. Remplapons Y successivement par (n + 1) fonctions 

Yi, F 8 Y n+1 , choisies de telle façon que les intégrales correspondantes 

%, z 2 , . . . . z n + 1 soient linéairement distinctes. Entre les n-\- 1 équations qui 

donnent z lt z 2 , . . . . z n+1 , on peut éliminer B, B 1 B n _ lt de sorte que ces 

n + 1 intégrales particulières vérifient la relation linéaire et homogène 

z x Y x Yi FI"-» 

„ y yi y(»-i) 



Z n + 1 Y n _j_ i I n _j_ j . . . 



J-K + l 



= 



(3) 



dont tous les coefficients ne dépendent que de la variable y. Réciproquement, 
Théorème A. — Si, entre n + 1 intégrales linéairement distinctes de l'équation (1), 

il existe une relation linéaire et homogène dont les coefficients sont des fonctions d'une 

seule des variables x, y, la suite de Laplace relative h l'équation (1) se termine dans 

un sens après n — 1 transformations au plus. 

En résolvant la relation qui existe entre n -f 1 intégrales par rapport à l'une 

de ces intégrales, on peut l'écrire 

z n +i = $i(y)zi + $2(y)%+ — + <pn(y)z n ; (4) 

on ne diminue pas la généralité en supposant que les n fonctions $! (y) , <p 2 (y) , 
. . . . $„ (y) sont linéairement indépendantes. S'il existait en effet une relation 
telle que 

4»n {y) = cifr (y) + + c n _! <?> n _i (y) + c„ 

où Cj, c 8 , . . . . c„ sont des constantes, l'équation (4) pourrait s'écrire 

s« + i — c n z n = $ 1 (y)(z 1 + c 1 z n )+ +$n-i(y)(z n -i + c n _ 1 z n ) 
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et on aurait une relation de même forme entre n intégrales seulement 

z l + c l z ni ' " ' z »-l+ °n-l z n> Z n + 1 — C n Z n . 

[2]. Vérifions d'abord que la loi est vraie pour n= 1 et pour w= 2. Si 
n = 1 , la relation (4) s'écrit 

% = $i {y) *i ) 

en posant, dans l'équation (1), z^z^u, la nouvelle équation en u doit admettre 
les deux intégrales «! = 1 , u % = fy (y), ce qui exige que le coefficient de u et le 

coefficient de -*— soit nul. Un des invariants est donc nul pour cette équation 

en u et, par suite, pour l'équation en z. 

Si n = 2, la relation (4) est de la forme 

z * = <M«/) si + <& (yH; 

cette relation exprime que %, s 2 , z 3 sont trois intégrales particulières d'une 
équation du second ordre de la forme 

^+^+^ = 0, (5) 

où â et /tt sont des fonctions de a; et de y, et nous avons à rechercher les condi- 
tions pour que les équations (1) et (5) admettent trois intégrales communes 
linéairement distinctes. En différentiant l'équation (5) par rapport à y, on a 

dh dh dz_ t d%_ dz_ 3^ _ ~ 

dx*dy ' dxdy " dy dy dx dy ' 

en différentiant de même l'équation (1) par rapport à x, il vient 

dh , dh dh dz_ da dz db^ _dz_ , Jfc r _ 

dx*dy dx* dxdy dx dx dx dx dy dx 

d 3 dh 

En égalant les deux valeurs de . * ■ et en remplaçant ensuite -^-g par 

— f ÎL -^— + (i z J et „ „ par — Ta ~= — |- b -?— + c z V on aboutit à une nou- 
velle équation 

,-**} &L + ( [l _ xb + b >_^ dz_ 

\ («) 



/ 9/1 , t 3a \ dz . / „ , , n % db\ dz 

\dy dx J dx \ u dx) dy 



dy dx J dx \ ' dx/ dy 



350 GouRSAT : Sur les équations linéaires et la méthode de Laplace. 



qui doit être vérifiée par toute intégrale commune aux équations (1) et (5). Si 
le coefficiei 
x et de y , 



dz 
le coefficient de -^— n'est pas nul, on en déduira, A et B étant des fonctions de 



cette équation et celles qu'on en déduit par des différentiations répétées permet- 

d i+k z dz d n z 

tent d'exprimer toutes les dérivées _ ^ k au moyen de z, -=— , . . . £ . . . «-^ . . . 

D'autre part, l'équation (5) et celles qu'on en déduit en différentiant par rapport 
à x donnent toutes les dérivées ~— n en fonction de z et de -^— . Il suit de là que, 

pour une intégrale commune aux équations (5) et (6), on connaît les valeurs de 

toutes les dérivées en un point (cc , y ) dès qu'on connaît les valeurs de z et de 

dz 

-=— en ce point. L'intégrale générale de ce système ne dépend donc que de 

deux constantes arbitraires, au plus ; et, comme les équations sont linéaires, elles 
ne peuvent admettre plus de deux intégrales linéairement distinctes. 

Si le coefficient de -^- est nul, sans que celui de -^- soit nul, l'équation (6) 
est de la forme dz Â 

dx~- Az] 

l'intégrale générale de cette équation est de la forme 

F désignant une fonction arbitraire de y. Il y aurait donc entre les trois inté- 
grales %, %, z 3 deux relations distinctes de la forme (4) 

et nous retombons sur le cas qui vient d'être examiné. 

Il faut donc que l'équation (6) se réduise à une identité, ou que l'on ait 



(7) 



3à , , da 

-g— + ab — C = -g- , 

oy ox 


~\ 


u-M> + b»=™, 




■J^- + au — %,c + bc = 
oy 


de 
dx' J 
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l'élimination de /l et (i entre ces trois équations concluisa à une équation de con- 
dition entre a, b, c. Pour faire cette élimination, considérons l'invariant h 
relatif à l'équation (1) 

h = -~— + àb — c : 
dy 

on a dk __ d*b r db da_ dc_ 

dx dxdy dx dx dx 

Des équations (7) on tire 

m = fy ,1 db b d% 25 dh 
dxdy dy dy dy dy 

et, en remplapant ~^- , -£- , -~— , -~^- par leurs valeurs, il reste, toutes réduc- 
tions faites, 

On a d'ailleurs 

, db da d% 

dy dx dy 

dy dy 



et, par suite, 



d * 1 °Z 7e -2Jc + h. = 0. (8) 

oxay 



Or cette relation exprime précisément que l'invariant h_ x de l'équation (.ELi) 
obtenue par la transformation 

est nul. La suite de Laplace se termine donc dans un sens après une seule 
transformation. 

[3]. Passons maintenant au cas général et supposons, pour plus de précision, 

qu'entre les (n + 1) intégrales z 1} z z z »+i» ^ existe une relation et une 

seule de la forme (4). S'il en existait deux, par exemple, on pourrait éliminer 
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z n + 1 et on serait conduit à une relation de même forme entre n intégrales seule- 
ment z lt 2 3 , . . . .z n . Dans ces conditions, les (n + 1) intégrales %, a 2 , . . . .z n+i 
vérifient une même équation linéaire d'ordre n 

et ne vérifient aucune équation de même forme et d'ordre inférieur. 

En différentiant l'équation (1) par rapport à a? plusieurs fois de suite, on peut 
„._•_„ dh dh d n +h , . dz dz d n z 

6Xpnmer dxdy ' dxWy 3^% en fonctlon 1,neaire de z > dy~ ' ~dx > • • • â^ * 

De même, en différentiant l'équation (9) par rapport à y, il vient 

d«+h A d n z ,dA 

dx n dy ^ x dx n ~ x dy ^ + dy U ' 

d n+1 z d*z d n z 

si on remplace ensuite - ro - ..... ^-~- et enfin ^— par leurs valeurs, il reste 

une équation de la forme 

G ° dx^ 1 + 0l dl?=* +••■• + G *- iZ + D -d^- ' ( 10 ) 

qui est vérifiée par toute intégrale commune aux équations (1) et (9). Si D 
n'est pas nul, cette équation (10) et celles qu'on en déduit par des différentiations 
successives permettront d'exprimer toutes les dérivées partielles de z au moyen 
de z et de ses dérivées par rapport à la variable x seulement. L'équation (9) 
et celles qu'on obtient en différentiant par rapport à x donnent d'ailleurs toutes 
les dérivées par rapport à x en fonction des n — 1 premières. Il suit de là que, 
si z est une intégrale commune aux équations (1) et (9), toutes les dérivées par- 
tielles de cette fonction en un point (x Q , y ) sont connues, si on connaît en ce 

dz d n ~*z 

point les valeurs de z, -~— a n-1 . L'intégrale générale du. système formé 

par les équations (1) et (9) dépend donc de n constantes arbitraires au plus, et, 
comme ces équations sont linéaires, elles ne peuvent admettre n + 1 intégrales 
linéairement distinctes. 

Il faut donc que l'on ait D= 0, et alors l'équation (10) doit se réduire à 
une identité ; s'il en était autrement, les intégrales z lt z % , . . . . z n + 1 vérifieraient 
une équation linéaire de même forme que l'équation (9) et d'ordre inférieur à n, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. 
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Si l'on a à la fois 

(7 =(7 1 =....= C„_ 1 = D = 0, 

les équations (1) et (9) admettent une infinité d'intégrales communes, dépendant 
d'une fonction arbitraire. Le système formé par ces deux équations est un 
système en involution ou un système de Darboux, suivant une expression proposée 
par Mr. Sophus Lie. Sans faire ici la théorie générale de ces systèmes, nous 
montrerons directement comment on peut trouver l'intégrale générale des équa- 
tions (1) et (9). Remarquons pour cela que la relation (10) a été obtenue en 
combinant linéairement l'équation (1) et ses n premières dérivées par rapport 
à x, l'équation (9) et sa dérivée par rapport à y . Si la relation (10) est vérifiée 
identiquement, on a donc une identité de la forme 

-j^t 2 + <*i -^t 1 +-... + ««-i* («) - -f y W») = 0, (H) 

en posant, pour abréger, 

_,, , d n z , . a»" 1 * , . . dz , A 

* W = !5& + Al dx* 1 - 1 +■•••+ A «-i ~dx~ + AnZ > 

a 1( a 8 a n , (3 désignent des fonctions de x et de y, dont il serait facile d'avoir 

l'expression. Cette relation (11) est vérifiée quelle que soit la fonction /(x, y) 
que l'on mette à la place de z. Remplaçons y maintenant z par une intégrale 
de l'équation (9) ; elle devient 

dx n ~ l + ai dx n ~* -1- • • • • - 1 " a «-i^^J 

Pour que l'on ait aussi <É> (z) = 0, on voit qu'il suffit que <E> (z) et ses n — 2 pre- 
mières dérivées par rapport à x soient nulles pour une valeur x de la variable 
dans le voisinage de laquelle les coefficients a^ . . . . a n sont holomorphes. Ainsi, 
pour qu'une intégrale z = /(a:, y) de V équation (9) soit aussi une intégrale de V équa- 
tion (1), il faut et il suffit qu'en remplaçant z par f(x, y) dans le premier membre 
de Véquation (1), le résultat de la substitution soit nul, ainsi que ses (n — 2) premières 
dérivées par rapport h x , pour une valeur particulière x de cette variable. 
L'intégrale générale de l'équation (9) est de la forme 

z =4 > o(^)«o + ^i(2/) w i+ • • • •+4 > »-i(2/) M «-i' ( 12 ) 
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u , u lt . . . .u n -i étant n intégrales particulières et %{y), $i(y), • • • «$«-1 (y) 

des fonctions arbitraires de y; nous supposerons qu'on a choisi ces intégrales 

particulières de telle fapon que 4> (2/)> $1 (#)»••• • $«-1(2/) soient précisément les 

dz d n ~ l z 

valeurs initiales de z, -*r- ..... ~ n _ 1 pour x = x . Cette intégrale sera alors 

représentée, dans le voisinage du point x , par le développement 

+ ^ïrjyr »>-^) + (13) 

si on remplace z par ce développement dans le premier membre de l'équation 
(1), le résultat de la substitution sera identiquement nul, d'après ce qui précède, 
pourvu qu'en développant ce résultat suivant les puissances de x — x les n 
premiers coefficients soient nuls. En d'autres termes, il suffira que les n fonc- 
tions 4> (y) , <px (y) , . . . . <£>„_! (y) vérifient les conditions qui doivent être vérifiées 
par les fonctions de y auxquelles se réduisent, pour x = œ , une intégrale a de 

l'équation (1) et ses dérivées -0— , .... w w _i • 

[4]. Avant de poursuivre le raisonnement, nous démontrerons d'abord le 
lemme suivant : 

Soit z une intégrale de l'équation (1) qui, pour x — x , se réduit à une fonc- 

dz d n ~ 1 z 

tion de y, $ (y), tandis que -^— ..... . n _ 1 se réduisent respectivement à 

#iO)> 4>n-i(y)- On peut exprimer $ (y), <pi(y), . . • .Q»-i(y), par des 

formules linéaires et homogènes, au moyen de p — 1 constantes arbitraires et d'une fonc- 
tion arbitraire Y dey et de ses (n — p) premières dérivées, sans aucun signe de quad- 
rature. 

Désignons par a , b , c les fonctions de y auxquelles se réduisent a, b, c, 
pour x = x ; l'équation (1) nous donne d'abord 

$ï (y) + «0 <fr (y) + t>o$ô (y) + <*>*<> (y) = o , 



ou, en multipliant par e' a " v , 
dy 



d {<fc (y) /** } + */*% (y) + */-** (y) = o. 
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Posons, pour abréger, 

&-, fa>ody fa dy 

et intégrons par rapport à y ; il vient 

fr (y) ^ +fh H {y) ày +fc 1 <£> (y) dy = 0, 
ou, en intégrant par parties, 

* (y) J*" + h *o (y) +f(c l - 1|) *, (y) % = o . 

Si c x ^ = 0, il suffira de poser q> {y) = F, et #1(2/) s'exprimera aussi linéaire- 

ment en fonction de F et d'une constante arbitraire ; si c x ^~ n'est pas nul, 

on posera 

(o,-4|>.M=r, 

et on trouvera pour fa (y) une expression de la forme 

fa(y) = aY+PY. 

Supposons la loi vraie jusqu'à la dérivée d'ordre p, de telle façon que 
$ (y), • . . . ty p {y) s'expriment au moyen d'une fonction arbitraire de y, et de ses 
(p — r) premières dérivées, et de r constantes arbitraires G x , C 2 , . . . . G r , par des 
formules linéaires et homogènes dont les coefficients sont des fonctions détermi- 

(d p + *z\ 
__j_ .J = <p p+i (y), on part de la 

formule 

d p+2 z , d* + 1 z , d p z , , dz , „,*dz*— n 

d^Wy + a â^ + ai a^ + • • ' ' + a *^ + <w + £ -^ -°> 

obtenue en différentiant j> fois l'équation (1) par rapport à ». Si on fait dans 
cette relation x — x et qu'on remplace ensuite fa («/),.... fa (y) par les expres- 
sions déjà obtenues, il vient 

*p+M + «o^+i(y) + 4n hY'+ . . . +/ î ,_ r+1 F^-'-+ 1 + m, Ci +. . .+ ™ r c r , 

4, li, ... . Zp_ r + i, Wj, . . . . m r étant des fonctions déterminées de y, F une fonc- 
tion arbitraire de y, et Ci, .... C r des constantes arbitraires. Multiplions 
46 



356 Goursat : Sur les équations linéaires et la méthode de Laplace. 

encore par er " v et intégrons par parties autant de fois que possible ; il vient 
A (/^ + 1 (y)) = ~{L*Y+ AF+.... + L p _ rY(p _ r) 

+ JfiOi + + Jf P <7,t + NY, 

L , L x , . . . .L p _ r , Mi, .... M r , N~ étant des fonctions déterminées de y. Si 
N est nul, on voit que $ p +i(y) est une fonction linéaire et homogène de 
Y, Y', . . . . Y ip ~ r \ G lf G 2 , . . . . G r et d'une nouvelle constante arbitraire (7 r+1 . 
Si N n'est pas nul, on posera NY= Y{, Y x étant une nouvelle fonction arbitraire, 
et on voit que $o(y)> ^i(y)> • - • • $p+i(y) seront des fonctions linéaires et homo- 
gènes de Y lt Y{, . . . . Y p ~ r+1 , et des r constantes G lt G % , . . . . G r . La loi est 
donc générale. 

En remplapant $ (y) , 4> x (y) $n-i (y) par les expressions précédentes 

dans la formule (12), on voit donc que l'intégrale générale du système en invo- 
lution formé par les équations (1) et (9) est donnée par une formule telle que la 
suivante 

z=G 1 v 1 +G,v i + ....+ G p _ x v p _ x + AY+ A X T + ... . +4,_,F"-»\ 

v ly v t , . . . . v,-!, A, A x , .... A n _ p désignant des fonctions déterminées de x et 
de y, G lt G % , . . . G p _ x des constantes arbitraires et F une fonction arbitraire dey. 
La démonstration s'achève d'elle-même. Si on suppose nulles toutes les 
constantes G x , G % , . . . . (7 1> _ 1 , on voit que l'équation (1) admet pour intégrale 

z- AY+ A X T +.... + A n _ p Y< n -*\ 

où F est une fonction arbitraire de y, ce qui suffit pour prouver que la suite de 
Laplace relative à l'équation (1) se termine dans un sens après n — p transforma- 
tions au plus. Comme le nombre p est au moins égal à un, la proposition est 
démontrée. 

Il est à remarquer que, si la suite de Laplace ne se termine qu'après n — 1 
transformations, le nombre p est forcément égal à un, de sorte que la formule 
précédente ne renferme aucune constante arbitraire. 

[5]. La proposition générale qui précède peut encore se démontrer de proche 
en proche de la manière suivante. Supposons qu'entre (n + 1) intégrales linéaire- 
ment distinctes %, z s , . . . . z n+1 de l'équation (1) 

dh , dz . 7 dz . _ „ 
-f- a -~ \- o -~ 1- cz = 



dxdy dx dy 
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il existe une relation de la forme 

$1 (y) % + to (y) ** + • • • • + 4>«+i {y) %+i = o. (14) 

Posons 2 = % + iM, u désignant une nouvelle fonction inconnue; l'équation en u, 
devant admettre la solution u n+1 = 1, n'a pas de terme constant. Soit 

d*u , du , , du^ ___ 
dxdy x dx l dy 

cette équation ; en posant 

du 

dx 

v satisfait à une équation de même forme que l'on obtient en écrivant l'équation 

en u 

dv , . -, du n 

__ +0^ + ^ = 

et éliminant u entre ces deux relations. On est ainsi conduit à l'équation 

dH , dv , da, , , dv dlogbi/dv , \ n / 1c x 

?tây + ^ + V là + h lïï-^Kdy- + aiV ; =Z (16) 

D'autre part, la relation (14) nous donne entre les n intégrales v 1} w 2 v n de 

la nouvelle équation linéaire (15) la relation 

<?>i (y) «i + <fo (y) v% + + $ n (y) v n = o. 

La loi étant supposée vraie dans le cas de n intégrales, l'équation (15) admet une 
intégrale de la forme 

v = AY+ A, Y' + ....+ A n ^Y*~*\ 

A, A^ ... . A n _ % étant des fonctions déterminées de x et de y, et Y une fonc- 
tion arbitraire de y. La valeur correspondante de u s'obtiendra par une quad- 
rature 

1 /dv 



=f vdx -j;(-dj +aiV ) dy 

u=J4'odx + 4'idy, 
4-q et 4 1 ! étant des expressions de la forme suivante 



u 
ou 



h=BY+ B X T + . . . . + B n _ x Y^- l \ 
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B, B-l, . . . . B n _ x étant aussi des fonctions déterminées de x et de y. Or on sait 
que lorsque l'expression 4>o dx + 4i dy est une différentielle exacte pour toutes 
les formes possibles de la fonction Y, on peut toujours, par des opérations pure- 
ment algébriques, mettre Fintégrale 



j ^ dx + ^dy 



sous l'une ou l'autre des formes suivantes 

Y 1 +G 1 Yi+.... + G n _ 1 Yi n - 1 \ 
<7 1 F 1 +<M + .... + (7 n _ 1 rf- 2 > ) 

Y 1 désignant une nouvelle fonction arbitraire de y.* L'équation en u et, par 
suite, l'équation en z admettent donc une solution de rang n ou de rang inférieur. 

[6]. On arrive encore au même résultat par un autre procédé qui se rapproche 

davantage de la méthode de Laplace. Calculons d'abord le coefficient D de ~- 

dy 

d 3 z d n+1 z 

dans l'équation (10). Quand on calcule les dérivées successives ^ ,_ .... ■= — =- , 

oafdy dx n dy 

le coefficient de -^- dans ces dérivées provient uniquement du terme h ~ de 
l'équation (1); on a par exemple 

= — o -g \- . . . . , 



dxdy dy 

drfdy ~\ dx + ° J~dJ + "" 
D'une manière générale, si on a trouvé 

& +1 z _ , dz , 
dxWy~ b *-dy- "•"•••• 

en différentiant de nouveau par rapport à x, on trouvera 

dx*+'dy \dx °'°'J dy^"" 
On remarquera que chacun de ces coefficients se déduit du précédent par la 

même loi que les coefficients successifs de e~-' " dans les dérivées successives de 

*Darboux, tome II, p. 151. 
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3z 
cette fonction par rapport à as. D'ailleurs le coefficient de -^- dans l'expres- 
sion de 't est précisément égal au coefficient de e ^ * dans la dérivée pre- 
mière. On a donc, d'une manière générale, 

Si on porte ces valeurs de - - , . . . . = — =~ dans — =-U , le coefficient de -^— dans 

oxoy ax n ay dy dy 

le résultat est par conséquent égal à 

\ dx» +Al dx"- 1 + '-" +Ane y 

pour que le coefficient D soit nul dans l'équation (10), comme cela doit être, 

nous voyons que la /onction e ^ doit être une intégrale particulière de Vêqua- 
tion (9). 

Cela posé, imaginons qu'on fasse la transformation 

—fbdx 

z — ue J ; 
l'équation (1) se change en une équation de même forme ne renfermant pas de 

terme en -^ , et l'équation (9) en une équation ne renfermant pas de terme en 

u . Pour ne pas multiplier les notations, nous supposerons qu'on a commencé 
par ramener l'équation (1) à cette forme. Posons alors, en supposant que c n'est 
pas nul, 

F ®=d^ + Al d^ + '-'- +A - l dx-> 
la relation (11) prend la forme 

cfar-' +ai dx» 1 * + ••-+«*-i^(«)+ft-^ z +ft^(»)-°» ( 16 ) 

et cette équation est, par hypothèse, vérifiée identiquement, quelle que soit la 
fonction z. Or i^z) et ^' ne renferment pas de terme en z; — 4-^ > 
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— , g ■ , .... ne contiennent pas non plus de terme en z. On doit donc avoir 
a„_ 1 = 0. Si on prend maintenant pour inconnue nouvelle 

dz 

et qu'on pose 

d n ~~ J 2 d n ~ z z 
F i (%) = â^r=T +^1 9^-2 + +-4.-1*1» 

aa *i 4. 9i + ^ z 3c 

T ( , ,) - ^ (») _ agg + a a* a» » _ a^ggL + aZl ) + ,, : 

la relation (16) devient 

^! + ^ + .... + ^W+ftf +«» = «, («) 

ce qui montre que l'équation du second ordre 

*W = o. ( 18 ) 

et l'équation linéaire d'ordre n — 1 

i ? l(2 1 )=0 

forment un système en involution. Or l'ensemble des deux transformations par 
lesquelles on passe de l'équation (l) à l'équation (18) est précisément une des 
transformations de Laplace. Par conséquent, lorsque l'équation du second ordre 
(1) forme un système en involution avec une équation linéaire d'ordre n, une trans- 
formation de Laplace la ramené h une équation qui forme un système en involution 
avec une équation linéaire d'ordre n — 1 . 

Après n — 1 transformations au plus, on sera donc conduit à une équation 
du second ordre formant un système en involution avec une équation linéaire du 
premier ordre, c'est-à-dire à une équation ayant un invariant nul. On ne pourra 
être arrêté dans cette suite d'opérations que si on rencontre une équation de la 

forme 

s -+- ap = ; 

mais le but proposé est alors atteint, puisque l'un des invariants est nul pour 
cette équation. 
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Remarque. — Soit F(z) = une équation linéaire de la forme (9) formant 
avec l'équation 

dh , dz , 7 dz . . 

oxoy ' ex ' oy 

un système en involution. Dans l'identité (11) le coefficient de -^— est — a — /? ; 
on doit donc avoir /? = — a et l'identité (11) peut s'écrire 

identité que montre que l'équation (1) forme un système en involution avec 
toute équation linéaire de la forme 

e- /adv F(z)-X=:0, 

où X est une fonction arbitraire de x. En reprenant les raisonnements du n° 3, 
on obtient pour l'intégrale générale de ce système une expression de la forme (2), 
augmentée de différents termes où la fonction X figure sous des signes d'inté- 
gration. 

[7]. La seconde démonstration qui vient d'être donnée conduit à une propo- 
sition plus générale. Supposons qu'entre n intégrales linéairement distinctes il 
existe une relation linéaire de la forme 

4>i (y) z i + $» (y) % + + Ç»„ {y) z» = e~J M \ (19) 

les coefficients de z 1} z z , . . . . z„ ne dépendant que de la variable y. Ces n intég- 
rales satisfont à une équation linéaire d'ordre n 

qui, d'après l'hypothèse d'où nous partons, est vérifiée aussi par la fonction e J 
En reprenant le raisonnement du n° 3, on démontre comme plus haut que toutes 
les intégrales communes à l'équation proposée et à l'équation F(z) = satisfont 
à une équation de la forme (10) 

°*ÏÏF* + Cl dx^ + ' • ' ' + ° n - lZ + D ~dy- ~ °' 

d'après le calcul qui vient d'être fait, le coefficient D est égal à F\e * "), c'est-à- 
dire à zéro. La suite du raisonnement s'achève comme au n° 3 et on peut énoncer 
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la proposition suivante : Si Véquation (l) admet n intégrales linéairement distinctes 
liées par une relation de la forme (11), la suite de Laplace relative h cette équation se 
termine dans un sens après (n — 1) transformations au plus. 

On peut encore établir ce résultat comme il suit. Si l'équation (1) admet n 
intégrales liées par une relation de la forme (19), en posant 

— fbdcc 

z = ue J , 
la relation (19) devient 

4>i (y) u i + 4»a (y) M 2 + • • • • + $» (y) u n = i ; 

si on prend ensuite pour nouvelle inconnue 

du , 

on aura entre les n intégrales z[, 2g z' n la relation linéaire et homogène 

<?>i (y) < + <fo (y) 32 + • • • • + <?>» (y) *£ = o. 

Or la suite des deux transformations précédentes est équivalente à une transfor- 
mation de Laplace 

abstraction faite du facteur & "; les n fonctions z{, Zg, . . . . z' n sont donc des 
intégrales d'une équation de même forme que l'équation (1) et nous retombons 
sur le premier cas. La suite de Laplace relative à l'équation en s' se termine 
après n — 2 transformations au plus; donc la suite relative à l'équation (1) se 
termine elle-même après n — 1 transformations au plus. 

[8]. La dernière proposition est encore susceptible de généralisations 
étendues. Nous définirons d'abord un certain nombre de fonctions H 1} H z , 
. ... R t , ... . qui figurent dans la relation qui va être établie. Supposons que 
l'équation (1) admette une intégrale de la forme 

z=BY+ ByY 1 + + BiY®, 

où Y est une fonction arbitraire de y ; il est possible de déterminer a priori les 
coefficients B i} B i _ 1 , B i _ i , .... sans connaître le nombre entier i. Si, en effet, 
on substitue la valeur précédente de a dans la premier membre de l'équation (1), 
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en égalant à zéro les coefficients de F (i+1) , F (i) , F (1_1) , .... , on trouve les rela- 
tions 

et, d'une manière générale, 

d \ k ~ 1 + hB t _ t _ x + F(B t _ h ) = 0. 

Définissons une suite de fonctions H 9 , H u H % , . . . . H k par la relation de récur- 
rence suivante 

#0=0, 

„ —Ibdx 

H 1 = e ' , 

H i e /ba ° , +fF(H 1 )/ M *dx=0, 

E k+l eS 6d *+fF(H k )eS idx dx=0; 

cela posé, si entre n intégrales distinctes de l'équation (1) et les h fonctions 
B\, H % , . . . , H h il existe une relation linéaire de la forme 

fc(y)*i+ + % (y)z n + <k {y) Ht+ +^(«/)5 fc =0, 

dont les coefficients ne dépendent que de la variable y, la suite de Laplace rela- 
tive à cette équation se termine dans un sens après (n + h — 2) transformations 
au plus. On le démontre de proche en proche en prouvant qu'une relation de 
la forme précédente se change en une relation de même forme avec une fonc- 
tion H de moins quand on effectue une transformation de Laplace. 

[9]. Lorsque l'équation (1) admet deux suites d'intégrales (%, z 2 , . . . ,z n ) 
et (z[, z[, . . . . Zp) satisfaisant respectivement à deux relations de la forme 

^(x) z[ + +4> p (x) z p = 0, 

la suite de Laplace relative à l'équation (l) se termine dans les deux sens. Il 
peut d'ailleurs arriver que les mêmes intégrales vérifient deux relations linéaires 

47 
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et homogènes, les coefficients de ces deux relations ne dépendant respectivement 
que de la variable x et de la variable y . Prenons par exemple l'équation 

dh , 2z 



dxdy (x — yf ' 



dont l'intégrale générale est 



x — y 

X étant une fonction arbitraire de a; et F une fonction arbitraire de y. On 
obtient la même intégrale en prenant, d'une part X = Ax 2 + 2Bx + G, Y= 0, 
d'autre part X=0, F= (Ay* + 2By -f G) . Si donc on considère les trois 
intégrales z 1( z % , z 3 obtenues en prenant respectivement 

X 1 = a 1 x 2 + 2\x + (%, Y 1 =0, 
X % = a % x z + 26 2 x + c 2 , Y % = , 
X 3 = a 3 x 2 + 2b 3 x + c 8 , F 3 = , 

ces trois intégrales vérifient d'une part la relation suivante obtenue en élimi- 
1 
x — y z x a x x* + 2b x x + Cj % a; + 6j 

:% a 2 a; 3 + 2& 2 x + c 2 a 2 a; + 6 2 
z 3 a 3 x 2 + 26 s x + c 3 a s a; + 6 3 



nant 



= 0. 



Par raison de symétrie, elles vérifient aussi la relation obtenue en changeant 
x en y 



% <h f + 26 x 2/ + q «^ + èi 
3 a a 2 î/ a -f 2& 2 ?y + c 2 a 2 j/ + è 2 
% «s2/ 2 + 2& 3 «/ + c 3 « 3 2/ + 6 3 



= 0. 



IL 

[10]. Dans ce qui suit, nous désignerons par les lettres p, Pi ou a, (3 les 
variables indépendantes, par la lettre la fonction inconnue et nous écrirons 
l'équation considérée 

(20) 



^r- + a^- + 6 5 ^00 = 0, 

dpdp x dp dpi 



a, b, c étant des fonctions de p et de p x . Les lettres x, y, z, t, . . . . seront 
réservées pour désigner des solutions particulières de l'équation (20). Rappe- 
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Ions d'abord comment les équations linéaires de la forme (20) se rattachent à la 

théorie des systèmes conjugués. Etant données dans un plan deux familles de 

courbes quelconques O, G 1 représentées en coordonnées homogènes (x , y, t) par 

les deux équations 

/(as, y, t) = p, A(x, y,t) = p 1 , (21) 

imaginons les coordonnées homogènes x, y, t d'un point exprimées en fonction 
des deux paramètres p, p x qui conviennent aux deux courbes passant par ce point 

» = *(p»pi)> y = 4>(p, pi), < = Jt(p»pi)- ( 22 ) 

Ces trois fonctions x, y, t sont des intégrales particulières d'une même équation 
de la forme (20), dont on obtiendrait les coefficients a, b, g en résolvant les trois 

équations linéaires 

d 2 x . dx i 7 dx . . 

ÔTÔT + a ^r + è ô— + cx= 0, 
dpdp x dp dpi 



d % y 

dpdpi 
d z t 



dy_ 
dp 



dy_ 
dpi 



+ a ^- + b ^- + cy= 0, 



. dt . , dt . . _ 

5-^3- + «ô H o^ 1- c< = 0. 

apopi dp dp x 

Ce système admet toujours une solution unique, car, si le déterminant 

dx dx 



dp ' dp! 

dy_ dy^ 

dp ' dpi 

dt dt 



x 

y 
t 



dp ' 9pi ' 
était nul, x, y, z seraient trois intégrales particulières d'une équation de la forme 

a2L + bP- + ob = o. 

dp dpi 

L'intégrale générale d'une équation de cette espèce est de la forme 

e=e F(a ), 

O et o désignant des fonctions déterminées, et F une fonction arbitraire. Les 
rapports — , -*— ne dépendraient donc que de a et le point de coordonnées 

(x, y, t) resterait sur une courbe déterminée, quand on ferait varier p et p t de 
toutes les manières possibles, contrairement à l'hypothèse. 



366 Gotjrsat : Sur les équations linéaires et la méthode de Laplace. 

Pour passer du cas des coordonnées homogènes au cas des coordonnés carté- 
siennes, nous n'aurons qu'à supposer que l'on a pris t = 1 , ce qui exige que l'on 
ait c = 0, et l'équation (20) prend la forme plus simple 

d*e , de , , de _ n 



3p3p! do dûi 

Cela posé, l'intégration de l'équation (20), correspondante à un système de 
courbes déterminé G, G x , donne la solution du problème de géométrie suivant : 
Trouver toutes les surfaces sur lesquelles les courbes G, G lt projetées verticalement, 
découpent un réseau conjugué. 

Soit, en effet, 2= 0(p, px) une solution de l'équation (20), linéairement dis- 
tincte des solutions x, y, t. On sait que, sur la surface (2) représentée par les 
équations 

x=<p(p, pj), y = 4,(p, p,), t = z(?> pi)» 2 =^(p» pi)i 

les courbes (p, pj) forment un réseau conjugué, et ces courbes se projettent sur le 
plan des xy suivant les courbes données Cet G x . On peut aussi retrouver ce 
résultat de la manière suivante. Supposons qu'on ait pris des coordonnées 
cartésiennes 

a = $(p,pi), y = ^(p, pi), t= 1, 

de sorte que l'équation (20) n'ait pas de terme en s ; faisons un changement de 
variables en prenant x et y pour nouvelles variables indépendantes. L'équation 
(20) se change en une équation linéaire, qui doit admettre les intégrales particu- 
lières 

0=1, e = x, e—y, 

elle est donc de la forme 

Ar + 2Bs+ Ot=0, (23) 

A, B, G étant des fonctions de x et de y, et r, s, t ayant les significations 
habituelles 

r=z &e s _ 2Pe_ t= m 

dx % ' dxdy ' dy 2 



Les caractéristiques de cette équation, qui satisfont à l'équation différentielle 

Adtf — 2Bdx dy + Gdx 2 = , (24) 

sont précisément les courbes G, Ci. Or l'équation (23) exprime que les tan- 
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gentes à ces caractéristiques sont conjuguées harmoniques par rapport aux pro- 
jections des tangentes asymptotiques de la surface (2) qui a pour équation 

z = F(x,y), 

F(x, y) étant une intégrale de cette équation. Toute intégrale de l'équation 
(23) fournit donc une surface (2) sur laquelle les courbes G, G x , projetées verti- 
calement, découpent un réseau conjugué. 

Inversement, toute équation de la forme (23) peut se ramener à une équa- 
tion de la forme (20) pourvu qu'on ait déterminé les caractéristiques. Mais il 
est à remarquer qu'une équation de la forme (20) correspond à une infinité 
d'équations de la forme (23), que l'on obtient en partant de trois intégrales 
particulières quelconques. 



[11]. Nous rappellerons encore l'interprétation géométrique que Mr. Dar- 
boux a donnée de la transformation de Laplace. Les tangentes aux courbes C x 
en tous les points d'une même courbe G enveloppent une nouvelle courbe D que 
l'on peut définir comme il suit. Par chaque point (x, y,t) il passe une coui'be 
C lt et un point quelconque de la tangente à cette courbe a pour coordonnées 
homogènes des expressions de la forme 



X = Xx + 



dx 



Y=Xy + 



dy_ 



T=M + 



dt 



dp 



% étant une arbitraire dont la variation donnerait tous les points de cette tangente. 
Quand on se déplace sur une courbe G, p { varie seul et, pour avoir la courbe D, il faut 
exprimer que le point de coordonnées X, Y, T décrit une courbe tangente à la 

droite précédente lorsque p t varie seul, ou que le point X + ~ dp lt Y+ k^dp u 

T+ g— dpx est encore situé sur cette droite. En remplaçant X, Y, T par leurs 
valeurs, cette condition s'exprime en égalant à zéro le déterminant 



i"x 



4- x da? i d"K d % y 
dpdp x dpx dpx ' dpdp x 



+ 



dx 
dp 

X 



dp 

y 



dn 

dpdp x 

dt_ 
dp 



+ . 



= o. 
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On doit donc avoir entre les éléments d'une même colonne une relation de 

la forme 

d % x , „ dx , 3/1 , dx . „ 

opdç>! dçi àp x dp 

et cette relation devant être vérifiée aussi quand on y remplace x par y et par t 
doit être identique à l'équation (20) ; ce qui exige que l'on ait 

« Z . d"k „ 

dpi 

Le point cherché a donc pour coordonnées homogènes 

lorsque le point (x, y, t) décrit une courbe C, le point X, F, î 7 décrit en général 
une autre courbe Z> ; de même, lorsque le point (x, y, t) décrit une courbe G lt 
le point (X, Y, T) décrit une autre courbe D x , et les courbes G x et D 1 forment 
sur le plan un nouveau réseau de courbes, sauf dans des cas particuliers que 
nous examinerons tout-à-l'heure. 

Les fonctions X, Y, T de p et de p x satisfont à une nouvelle équation de 
même forme que l'éqijation (20), dont on peut calculer les coefficients, sans 
connaître ces fonctions elles-mêmes, ce qui constitue précisément la transforma- 
tion de Laplace. Posons en effet 

e i -^--\-bd, 7c=^- + ab — c; 
dp dpi 

l'équation (20) peut s'écrire 

I^L+aOj — £0 = 
àp x 

et l'équation en X s'obtient en éliminant entre les deux équations précédentes, 
pourvu que h ne soit pas nul, ce qui conduit à l'équation 

^ + °f + (*-^)i + (*+#-t-^>'=°-<-) 

qui est vérifiée par les trois fonctions X, Y, T. En échangeant le rôle des 
courbes G et G x et en opérant sur la nouvelle équation (25) comme sur la pre- 
mière, et ainsi de suite, on obtient, en général, une suite illimitée dans les deux 
sens d'équations linéaires, et dans le plan une suite illimitée de réseaux de 
courbes planes. Lorsque la suite de Laplace se termine dans un sens, nous 
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allons chercher à quelle propriété géométrique cela Correspond pour le réseau de 
la dernière équation de la suite. 

Remarquons d'abord que lorsque l'invariant h est nul, l'équation en B x se 
réduit à une équation du premier ordre 

1^+^ = 
dpi 

dont l'intégrale générale est 

% x =Re- fad? \ 

JE Y 

R étant une fonction de p seulement. Les coordonnées cartésiennes -^ , -~ ne 

dépendent donc que de p et, par conséquent, les tangentes aux différentes courbes 
G 1 en tous les points d'une courbe G concourent en un même point 0. Lorsque la 
courbe G varie ce point décrit en général une autre courbe F, de sorte que le 
réseau D, D x se réduit à une courbe unique Y. 

Réciproquement, si les tangentes aux courbes G x en tous les points d'une 
courbe G sont concourantes, l'invariant h est nul. Pour qu'il en soit ainsi, il 
faut en effet que l'on ait 

R et R' étant des fonctions de p seulement. On déduit de là les égalités 



dpdpi gjpi foi _ dpdpi fyi gpj _ dpdpi ggi 9pi 

qui montrent que œ, y, t sont trois intégrales d'une équation de la forme 

C/popi <?p! Cpi \ Op / 

i(f + M )+*(f + ») = »■ 

pour laquelle l'invariant A; est nul, et cette équation, admettant les intégrales 
a;, 2/, t, est forcément identique à l'équation (20). 

[12]. Il peut arriver d'une autre fapon que la construction précédente, 
appliquée à un réseau (G, G x ), conduise à une courbe unique et non pas à un 
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réseau. Supposons que les tangentes aux courbes G x menées par les différents 
points d'une même courbe G enveloppent une véritable courbe D; pour que le 
réseau (D, D x ) se réduise à la courbe D, il faut que cette courbe soit la même, 
quelle que soit la courbe G dont au part. S'il en est ainsi, toutes les tangentes 
aux différentes courbes G x sont aussi tangentes à la courbe D, ce qui ne peut 
avoir lieu que si ces courbes G x se réduisent à des lignes droites. Cette condi- 
tion est d'ailleurs suffisante. 

Lorsque cette circonstance se présente, on peut encore appliquer à l'équation 
(20) la transformation de Laplace,. pourvu que les droites G x ne passent pas par 
un point fixe, cas qui rentre dans le précédent. Mais la première transformée 
de Laplace a un de ses invariants nuls. En effet, cette équation 

3 a 0i , 301 , 7 301 ■ A n 

7T?r + a i-?r+ h i-sr +0x01 = 
opopx dp dp! 

admettra trois intégrales X, Y, T liées par une relation homogène et non 
linéaire 

En posant 



on est conduit à une équation 



d 2 u , du , A du _ ro „x 



3p3p x 3p 3p! 

admettant deux intégrales %, w a , liées par la relation non linéaire 

u i =/(u 1 ). 

En remplaçant u 2 par/^) dans l'équation précédente, on est conduit à l'équa- 
tion de condition 

fil ( u \ 9m i du i — a . 

on ne peut avoir /" (u x ) = 0, puisque w 2 n'est pas une fonction linéaire de u x , et 
il faut, par conséquent, que u x ne dépende que d'une des variables p ou p x . Si on 

a par exemple -^-^ = 0, il faudra que l'on ait a 2 = ; l'équation (26) aura donc 
dpi 

un invariant nul. 
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Ainsi, en partant d'un réseau de courbes planes (G, (7 X ) et appliquant la con- 
struction précédente, si on ne rencontre pas de réseau se réduisant à une courbe 
unique, la suite de Laplace relative à l'équation (20) correspondante est illimitée, 
et inversement, pour que la suite de Laplace soit limitée, il faut et il suffit qu en par- 
tant du réseau ( G, (7 X ) on finisse par arriver, non h un réseau proprement dit, mais 
a une courbe ou h, un point. 

Cela peut arriver de deux fapons distinctes. Si on trouve un réseau 
(r, Vi) tel que les tangentes aux différentes courbes I\ en tous les points d'une 
même courbe T passent par un point fixe, un des invariants relatifs à l'équation 
linéaire correspondante est nul. Si on arrive à un réseau (r, Tj) tel que les 
courbes I\ soient des lignes droites (ne passant pas par un point fixe), on peut 
encore appliquer une fois la transformation de Laplace, mais la nouvelle équa- 
tion a un invariant nul. 

Ce dernier cas doit être considéré comme plus spécial que le premier. 
Considérons, en effet, une équation de la forme (20) pour laquelle l'invariant 

h = ^ \- ab — c est nul ; l'intégrale générale de cette équation est de la forme 

dpx 



= a j#( Pl ) +/><*> (pHJ, 



a et /? étant des fonctions déterminées de p et de p 1( F(p 1 ) et $(p) des fonctions 
arbitraires. Prenons trois intégrales particulières x, y, t, obtenues en particu- 
larisant les fonctions F et <î>, 



x = a|/ (pO +yV$(p)dpJ, 
V = <* |/i (pi) + f P$i (p) d P } ' 

<=<*{/» (pO +ffi<P% (p) d p } ; 



(27) 



si les trois fonctions <|>, <£> 1( $ 2 sont nulles, le point de coordonnées (x, y, t) décrit 

une courbe, puisque les rapports ~ , -^- ne dépendent que de p t . Si ces trois 

fonctions 4», fa, q> % ne sont pas nulles simultanément, les formules définissent sur 
le plan un réseau de courbes G, G lt et il est facile de vérifier que les tangentes 
menées aux courbes G 1 (p l = c te ) en tous les points d'une même courbe <7(p = c te ) 
48 
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vont passer par un point fixe. Les coordonnées homogènes d'un point de la 
tangente à la courbe C x menée par le point (x, y, t) peuvent en effet être définies 
par les formules 

X=^+te, Y=%y+*,y, T=®+M, 
dp dp dp 

% désignant une arbitraire ; pour la valeur % = — — ~° , on trouve 

X=a/??>(p), r=a/?$> 1 (p), T=apto(p). 

"F" y 

Les rapports -~- , -=-ne dépendent que de p, ce qui démontre la proposition 

énoncée. 

Les remarques qui précèdent ont été le point de départ des recherches qui 
m'ont conduit à la proposition générale démontrée dans la première partie de ce 
travail. Il est aisé de voir qu'elles sont la traduction géométrique de cette pro- 
position générale, dans le cas particulier où n = 3. Si, en effet, une équation de 
la forme (20) admet trois intégrales particulières x, y , t, linéairement distinctes, 
liées par une relation de la forme 

Ax + By+ a = 0, 

où les 'coefficients ne dépendent que de p 1( par exemple, lorsque p varie seul, le 
point (x, y, t) décrit une ligne droite. Les courbes (7, du réseau correspondant 
sont donc des lignes droites. Le second théorème général démontré dans la pre- 
mière partie peut de même s'interpréter comme il suit : S'il existe entre trois 

intégrales linéairement distinctes x, y, t de l'équation (20) et la fonction e~~^ P 
une relation linéaire et homogène dont les coefficients ne dépendent que de p x , 
une des familles de l'un des réseaux de courbes que l'on déduit du réseau (G, G x ) 
par la construction indiquée plus haut se compose de lignes droites. 

[13]. On. peut transporter aux systèmes conjugués tracés sur une surface 
(2) tout ce qui vient d'être dit sur les réseaux de courbes planes. Considérons 
sur cette surface deux familles de courbes (G) et (D) formant un système con- 
jugué, et soient 

*=/(p. pi). 2/=<Kp>pi)> z = *(p. Pi). t = x(p,pi) 
les coordonnées homogènes d'un point de cette surface exprimées au moyen des 



Gouesat : Sur les équations linéaires et la méthode de Laplace. 373 

paramètres p, p x des deux familles de courbes (G) et (D) ; les quatre fonctions 
x, y, z, t vérifient, comme on sait, une équation unique de la forme (20). 

De la surface (X), on peut déduire, par l'application répétée d'une construc- 
tion géométrique uniforme, toute une suite de surfaces, en général illimitée dans 
les deux sens, 

....(2L,), (2_i), (2), (S,), (2,).... 

sur chacune desquelles on connaît un système conjugué.* Cette construction 
consiste à prendre la seconde surface focale de la congruence des tangentes aux 
courbes (G { ) ou (Z)<). Les équations linéaires correspondantes à chacun de ces 
systèmes se déduisent de l'équation linéaire correspondante au système conjugué 
tracé sur (X) au moyen de l'application répétée de la méthode de Laplace. 

Cela posé, on démontre comme dans le cas des courbes planes les propriétés 
suivantes. Pour que la suite de Laplace relative à l'équation (20) se termine 
dans un sens, il faut et il suffit qu'en partant de la surface (2) et appliquant à 
cette surface la construction géométrique qui conduit à une surface contigué, et 
ainsi de suite un nombre suffisant de fois, on arrive, non à une surface, mais à 
une courbe. 

Cela peut encore arriver de deux fapons différentes. Supposons qu'au bout 
de i opérations on trouve une surface (2<) sur laquelle on connaît deux familles 
de courbes (G t ) et (2^) formant un système conjugué. Pour continuer l'opération 
il faut prendre la congruence des droites tangentes aux courbes G- % ou aux 
courbes D t et chercher la seconde surface focale de cette congruence. Une de ces 
congruences conduira à une surface déjà obtenue, celle qui précède (2<) dans la 
série; la seconde congruence conduira en général à une surface nouvelle -(2 i+1 ). 
Supposons, pour fixer les idées, que l'on obtienne (2 i + 1 ) en prenant la seconde 
surface focale de la congruence formée par les tangentes aux courbes (D t ) . Cette 
surface se réduira à une courbe ou à un point dans les deux cas suivants et dans 
ces deux cas seulement : 

1°. Si les courbes O t sont les courbes de contact des cônes circonscrits à la 
surface (£<) et ayant leurs sommets distribués sur une certaine courbe F, d'ail- 
leurs quelconque ; dans ce cas, l'équation linéaire (2£ f ) correspondante a un de 
ses invariants nuls (ou le démontre comme au n° 11). 

* Darboux, " Théorie des Surfaces," t. II, p. 16 et suivantes. 
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2°. Si la surface (2») est une surface développable (A) , dont les courbes (D t ) 
soient les génératrices, les tangentes à ces courbes ne forment plus une congru- 
ence et l'application de la construction géométrique conduirait à l'arête de 
rebroussement de la surface (A). On peut encore appliquer une fois à l'équation 
correspondante (E-) la transformation de Laplace, à moins que la développable 
(A) ne se réduise à un cône (cas qui rentre dans le précédent), mais la nouvelle 
équation a un invariant nul. 

On démontrera comme plus haut que ce dernier cas est beaucoup plus 
spécial que le premier. 

[14]. La proposition générale démontrée dans la première partie trouve 
encore ici une confirmation géométrique. D'après ce théorème, si l'équation 
(20) admet quatre intégrales linéairement distinctes x, y, z, t, liées par une rela- 
tion de la forme 

Ax + By + Gz + Dt=0, 

où A, B, G, D ne dépendent que d'une seule des variables p, p 1( de o x par 
exemple, la suite de Laplace se termine dans un sens après deux transformations 
au plus. Or, sur la surface (2) , décrite par le point de coordonnées x , y, z, t, 
les courbes px = G te et p = G te forment un système conjugué. D'après la rela- 
tion précédente, les courbes p x = (7 te sont évidemment des courbes planes, de 
sorte que la proposition peut s'énoncer ainsi : Etant donnée sur une surface (2) 
deux familles de courbes, formant un système conjugué, si l'une de ces familles de 
courbes se compose de courbes planes, la suite de Laplace relative à l'équation linéaire 
correspondante se termine dans un sens, après deux transformations au plus. 

La vérification géométrique est immédiate. Si les courbes (G) par exemple 
sont des courbes planes, les tangentes à ces courbes ( G) forment une congruence 
dont la surface (S) est une des nappes de la surface focale. La seconde nappe 
est la surface développable (A) enveloppée par les plans des courbes (G). Donc, 
d'après ce qui précède, il suffira de deux transformations de Laplace successives 
appliquées à l'équation (20) pour être conduit à une équation qui aura un inva- 
riant nul. On voit, en même temps, quels sont les cas particuliers où il faudra 
moins de deux transformations pour arriver à une équation ayant un invariant 
nul. Si les plans des courbes (G) passent par un point fixe 0, ils enveloppent 
un cône ayant son sommet en 0; après une première transformation, on a sur ce 
cône un système conjugué, formé de courbes (G 1 ) et des génératrices de ce cône. 
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L'équation linéaire correspondante a donc un invariant nul (n° 13). Enfin, si les 
plans des courbes (G) passent par une droite fixe 00', l'équation linéaire (20) a 
elle-même un invariant nul ; on sait en effet que les courbes (D) sont les courbes 
de contact des cônes circonscrits à la surface (2), qui ont leurs sommets aux 
différents points de 00'. 

On démontrera de la même façon la proposition suivante, que je ne fais 
qu'énoncer: Etant données quatre intégrales linéairement distinctes x, y, z, t 
de l'équation (20), liées par la relation 

Ax + By + Gz + Dt = e"^**, 

où A, B, O, D ne dépendent que de la variable p 1} le point x, y, z,t décrit une 
surface (2) sur laquelle les courbes p = (7 te et p x = <7 te forment un système con- 
jugué. Les tangentes aux courbes ( O) de l'une des familles de ce système for- 
ment une congruence ; soit (2i) la seconde nappe de la surface focale de cette 
congruence. Au système conjugué tracé sur (2) correspond sur (Xi) un système 
conjugué dont Vune des familles se compose de courbes planes. 

III. 

[15]. Nous allons appliquer ces considérations générales à quelques ex- 
emples. 

Considérons sur la sphère de rayon 1 un système conjugué formé d'une 
famille de cercles (O) et de leurs trajectoires orthogonales (D) . Soient c, c', c" 
les coordonnées rectangulaires d'un point de cette sphère 

e s + c'* + c"°=l, (28) 

exprimées au moyen des deux variables indépendantes o, px qui définissent ce 
système conjugué; c, c', c" sont trois intégrales particulières d'une équation 

-fa^- + 6 5 — = 0. (29) 



dodçi dp dp! 

La congruence des tangentes aux courbes (D) a pour surfaces focales la sphère 
elle-même, et une courbe (r) qui est le lieu des pôles des plans des cercles ( G) . 
L'équation (29) a donc un invariant nul ; la suite de Laplace se termine d'un 
côté à l'équation elle-même. De l'autre côté, la suite de Laplace se terminera 
après deux transformations au plus, puisque la congruence des tangentes aux 
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courbes (G) a pour seconde surface focale une développable. On obtiendra 
donc pour l'intégrale générale de l'équation (29) une expression où les fonctions 
arbitraires ne figurent sous aucun signe de quadrature. Cette expression est de 
rang un par rapport à l'une des variables et de rang trois au plus par rapport 
à l'autre variable. Ce rang est égal à trois si les cercles (G) sont quelconques ; 
il est égal à deux, si les cercles G sont orthogonaux à un cercle fixe ; enfin la 
solution est de rang un par rapport aux deux variables si les cercles ( G) passent 
par deux points fixes. Dans ce dernier cas, les trajectoires orthogonales (D) 
sont également des cercles passant par deux points fixes. 

L'intégration de l'équation (29) permet de déterminer toutes les surfaces, 
qui ont un système de lignes de courbure planes admettant les cercles (G) pour 
image sphérique.* Ces surfaces s'obtiennent en prenant l'enveloppe du plan 

cX+c'Y+d'Z+6 = 0, 
6 désignant l'intégrale générale de l'équation (29). 

[16]. Faisons la projection stéréographique des cercles (G) de la sphère et 
de leurs trajectoires orthogonales (D) ; nous obtenons sur le plan un système de 
cercles (G') et leurs trajectoires orthogonales (D 1 ). Deux cercles infiniment 
voisins {G), (G^ de la sphère se coupent en deux points M, M de la sphère qui 
se projettent en deux points m, m' communs aux deux cercles (G) et (G{) . 
Lorsque le cercle (Ci) se rapproche indéfiniment du cercle (G), la droite MM' a 
pour limite la génératrice G suivant laquelle le plan P du cercle (G) touche son 
enveloppe, et la droite mm' a pour limite la corde de contact du cercle (G 1 ) avec 
son enveloppe. Donc les cordes de contact des cercles (G 1 ) avec leur enveloppe 
sont les perspectives des génératrices de la surface développable A à laquelle le 
plan P reste tangent. 

Considérons maintenant sur les cercles infiniment voisins (G) et ((7j) deux 
points A et A l appartenant à une même trajectoire orthogonale (D) ; soient A T 
et A X T X les tangentes en ces points aux cercles (G) et (<7i), at et a x t x leurs per- 
spectives, c'est-à-dire les normales aux points a et a x à la courbe D. Les plans 
passant par le point de vue 0' et les tangentes AT et A-yT^ se coupent suivant 
une droite OL qui, à la limite, passe par le point de la génératrice ( G) où la 
tangente AT touche son enveloppe. On sait en effet que les tangentes aux 

* Darboux, " Théorie des Surfaces," tome I, p. 341. 
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cercles (G) aux différents points de (D) engendrent une surface développable 
dont l'arête de rebroussement est située sur la développable A. Le point d'inter- 
section des deux droites at et afa a donc pour limite un point de la droite g, et 
on a la proposition suivante, qu'il est facile d'établir directement : Etant données 
sur un plan une famille quelconque de cercles et leurs trajectoires orthogonales, les 
centres de courbure des trajectoires orthogonales aux différents points d'un même 
cercle sont situés sur la corde qui joint les deux points de contact de ce cercle avec son 
enveloppe. 

En raisonnant sur ce système orthogonal formé de courbes planes comme on 
a raisonné sur le réseau sphérique dont il est la projection, on en conclut que 
l'équation linéaire correspondante a un invariant nul, et que la suite de Laplace 
se termine dans l'autre sens après deux transformations au plus. Les deux 
équations linéaires relatives, l'une au réseau plan, l'autre au réseau sphérique, se 
ramènent d'ailleurs l'une à l'autre. 

La propriété que nous venons de rappeler des systèmes orthogonaux dans 
le plan, dont une des familles est composée de cercles, n'est pas particulière à 
ces systèmes. Elle appartient à une infinité d'autres systèmes orthogonaux, dont 
Mr. Eouquet a fait une étude approfondie dans son excellente Thèse ; pour ces 
systèmes, composés de deux familles de courbes orthogonales ( G) et (D) , les 
centres des courbure des courbes (D) aux différents points d'une même courbe 
(G) sont en ligne droite. Mr. Bouquet a donné le moyen d'obtenir sans aucune 
intégration le réseau plan le plus général jouissant de cette propriété. A chacun 
de ces réseaux orthogonaux correspond une équation linéaire intégrable par la 
méthode de Laplace. En effet, la transformation géométrique définie plus haut 
(n° 11) remplace le réseau (G, D) par un nouveau réseau dont une famille se com- 
pose de lignes droites et dont l'autre famille est formée par les développées des 
courbes (D). La suite de Laplace relative à cette équation se termine donc 
après deux transformations au plus. Il résulte d'une propriété générale, dont je 
vais rappeler succinctement la démonstration, que la suite de Laplace se termine 
aussi dans l'autre sens. 

[16]. Soit, d'une manière générale, {G, D) un système orthogonal quel- 
conque dans un plan, et soient x, y les coordonnées rectangulaires d'un point du 
plan exprimées en fonction des variables p, o x qui définissent ce système 

a ==/(p»pi). 2/ = 4>(p> pi)î ( 30 ) 
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x et y satisfont à une équation linéaire 

a a , de , , de n , Q1 , 

+ «-~— + o-~ — = 0. (31) 



3p3pi dp 9p a 

La propriété dont il s'agit est celle-ci : Si la suite de Laplace relative à l'équation 

(31) se termine dans un sens, elle se termine aussi dans l'autre sens au bout d'un 
nombre fini d'opérations. 

Cela tient, au fond, à ce que l'intégration de l'équation (31) se ramène à 
l'intégration d'une équation à invariants égaux. Si on prend x et y pour vari- 
ables indépendantes, l'équation (31) se change en une nouvelle équation linéaire 
qui, devant admettre les solutions = 1 , 6 = x, = y, est de la forme 

dx % dxdy dy 2 

les caractéristiques de cette équation, qui sont définies par l'équation 

Ady 2 — 2B dx dy + Gdy* — , 

forment par hypothèse un réseau orthogonal. Il faut donc que l'on ait A + C= 0, 
et l'équation précédente peut s'écrire 

dx 2 dy 2 dxdy 

En prenant encore deux nouvelles variables a = x + y, /? = ■i (ce — y), l'équation 

(32) devient 

$? = *(*. flgjgr. 0U * = ï + 2i (33) 

si on connaît les expressions (30) de x et de y en fonction de p et de p 1( il revient 
au même d'intégrer l'une quelconque des trois équations (31), (32) et (33). 
L'équation (33) peut être remplacé par le système 

^£--y^£ 9p_9i ( 34 \ 

da ~ dB ' d@ ~ da ' K ' 

de de 

ou on a pose p = -^- , g = ;S75 - . 
da dp 
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Pour revenir aux variables primitives p et p 1( remarquons que p et p! satis- 
fait respectivement aux deux équations 

£ + |t<a-VIF=ï) = .. 

qui deviennent, avec les variables a et (3, 

&=**#■ %=-*%■ < 36 > 

Le système des équations (34) peut s'écrire 

EL _fy + EL à£k = % (EL ^L + EL Ol) , 
dp 3a dpi 3a \ dp 3/3 3px 3/3 / ' 

<?£- Et + EL ÇPl = d 1 d ? + d< i foi , 
dp d@ 3p x 3/3 3p 8a 3p x 3a 

remplaçons $$- et 4^- par leurs valeurs (35), il vient en ajoutant et retranchant 
3a 3a 

les deux équations., le système équivalent 

(36) 



dp _ rs dq 

3pi 3px J 



Si on a intégré le système (36), l'intégrale générale de l'équation (31) s'obtiendra 
par une quadrature 

6=1 pda + qd{3 

ou, en remplaçant da et d(3 par leurs valeurs, 
e=f\( P + iq)^+(p-iq)^p 

+ {(P + *) |£ + (i> - *<?) |* |<fr ■ (37) 
49 
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Inversement, si on connaît 6 , on en déduira p et q au moyen des deux équations 
linéaires 

D'un autre côté, l'élimination de p entre les deux équations (36) conduit à une 
équation h invariants égaux 

2V^^- + ^^+^|i = 0. (39) 

opopx ooi dp dp dpi 

La démonstration de la propriété énoncée est maintenant bien facile. Si la suite 
de Laplace relative à l'équation (31) se termine dans un sens, cette équation 
admet pour intégrale une expression de la forme 

d = AR + A X R' + + A n RM, 

A , A lt . . . . A n étant des fonctions déterminées de p et de p 1( R une fonction 
arbitraire de l'une des variables, de p par exemple, et R' . . . . R w ses dérivées. 
Au moyen des formules (38) qui donnent p e t q, on en conclut que l'équation 
(39) admet pour intégrale une expression de même forme, et, comme cette équa- 
tion est à invariants égaux, la suite de Laplace doit se terminer dans les deux 
sens. L'intégrale générale de l'équation (39) est donc de la forme 

q = BF(p) + B X F (p) + . . . . + B m F$ 
+ C<S>{ 9l )+ C&{ 9l )+ . .. . + CjÈfâ, 

F et <î> étant des fonctions arbitraires. La valeur de p qui est donnée par la 
formule 



p = /Va, -^-dp — Va, ^- dp x , 



aura, d'après le théorème cité au n° 5, une expression de même forme, sauf à 
changer de fonction arbitraire. Le même théorème prouve que l'intégrale générale 
de l'équation (31), qui est donnée par la formule (37), contient explicitement une 
fonction arbitraire de p , et une fonction arbitraire de p x , ainsi que leurs dérivées? 
sans aucun signe de quadrature. 
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[17]. Cette proposition peut s'énoncer sous une forme plus générale en 
apparence. Etant donnée une équation linéaire 

opop x dp dp! 

qui admet quatre intégrales linéairement distinctes, liées par une relation quadratique 
homogène a coefficients constants, si la suite de Laplace relative à cette équation se 
termine d'un côté, elle se termine nécessairement des deux côtés. 

Supposons que la relation quadratique ait été mise sous la forme 

si on pose = ud é , cette relation devient 

w? + ttf — m 8 = 0, 

OÙ $! 0g 3 

U x — -g- , U % g- , «g g- , 

et u 1 , u 2 , u 3 , 1 sont quatre intégrales d'une équation de la forme 

d % u , , du , , , du „ 
+ a' -~ H V -5— = . 



3p3pj dp 3p x 

Si on écrit que u x , u 2 , u\-\-ul sont trois intégrales de cette équation, on trouve 
que w x et u z doivent satisfaire à la relation 

du x du x , du z du % „ 

dp dp x dp dpi 

qui exprime que les courbes p = C te et p x = <7 te forment un réseau orthogonal, 
quand on considère Ui et u % comme les coordonnées rectangulaires d'un point. 
On est donc ramené au cas précédent. Par conséquent, si l'on considère sur une 
surface du second degré non développable un système conjugué quelconque et 
l'équation linéaire correspondante, la suite de Laplace relative à cette équation 
ne peut se terminer d'un côté sans se terminer de l'autre côté. 

A tout réseau plan orthogonal correspond sur la sphère un système conjugué, 
obtenu au moyen d'une projection stéréographique, et les équations linéaires, qui 
sont vérifiées, l'une par les coordonnées rectangulaires x, y d'un point du plan 
exprimées au moyen des paramètres p, p x , qui définissent ce réseau, l'autre par 
les coordonnées rectangulaires, c, é, c" d'un point de la sphère, exprimées au 
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moyen des mêmes variables, s'intégrent en même temps car elles se déduisent 
l'une de l'autre par une transformation simple. Soit, en effet, 

m + a de h de _ 

3p3pi dp dç>x 



l'équation relative au réseau plan. D'après ce qui précède, elle admet les quatre 

2 



pi 9 i ~* 2 i 2 -i 

intégrales x , y , x* + y*, 1 et, par suite, - y — , x — | sont aussi des 



œ 2 _|_ -y2 _l_ J 

intégrales. Si on pose maintenant = m — -!— ^ , l'équation en u 

d z u . , du . ,, 3m a 
-f- a ^— + 6' 3— s= 



3p3pi do dpi 

admet les intégrales 

_ 2x , _ 2y „ _ x % + y 2 — 1 

C "~ îk 2 + y* + 1 ' ° ~ œ a + #» + 1' ° ~ œ 2 + ^ + 1 ' 

liées par la relation c 8 -j- c" + c" 2 = 1. Or c, c', c" sont précisément les coor- 
données du point de la sphère qui a pour perspective le point (x , y) du plan. 
L'équation en u est donc l'équation linéaire correspondante au système orthogo- 
nal tracé sur la sphère. 

Par exemple, en projetant sur la sphère les réseaux orthogonaux de Mr. 
Rouquet, on obtiendra deux familles de courbes sphériques orthogonales jouis- 
sant de la propriété suivante. Si l'on considère la congruence formée par les 
tangentes à l'une de ces familles et la seconde nappe (2i) de la surface focale, au 
système orthogonal tracé sur la sphère correspond un système conjugué tracé sur 
(2 X ); les courbes d'une des familles de ce système conjugué sont des courbes 
planes dont les plans passent par le point fixe de la sphère pris pour point de 
vue. On le démontre en reprenant les raisonnements du n° 13. 

[18]. Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires d'un point d'une surface 
(S) exprimées en fonction des paramètres p et p x des deux systèmes de lignes de 
courbure, c, c', c" les cosinus directeurs de la normale, R et B t les rayons de 
courbure principaux. On a, d'après les formules d'Olinde Rodrigues, 
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dp dp dpi dç t 



J i 



dp dp dpi dpi 

dp dp dpi dpx 



(40) 



l'élimination de x entre les deux premières équations conduit à une équation 

£(*$)=i(*&)=° (41) 

qui est vérifiée par c, d, c". On voit de même que x, y, z sont trois intégrales 

de l'équation 

3/1 d%\ _ d_ / 1 aa \ , . „x 

a Pl Vi? dp)~ dp \r x dpj' K } 

l'équation (41) correspond au système conjugué formé sur la sphère par les images 
sphériques des lignes de courbure de la surface (S) , tandis que la dernière équa- 
tion correspond au système conjugué formé par les lignes de courbure de la 
surface (S). D'après la fapon dont ces équations ont été obtenues, on voit 
qu'elles s'intégrent en même temps. Si "k est l'intégrale générale de l'équation 
(42), l'intégrale générale de l'équation (41) sera donnée par la formule 

de même l'intégrale générale de l'équation (42) se déduit de l'intégrale générale 
de l'équation (41) par la formule 

*=-/( i -f* + *^*)- 

On voit donc que : 1° la détermination des surfaces qui admettent la même reprêr 
sentation sphèrique pour leurs lignes de courbure qu'une surface donnée (S) se ramène 
à l'intégration de l'équation linéaire qui correspond au réseau conjugué formé par les 
lignes de courbure de cette surface ; 2° si la suite de Laplace relative à cette équation 
se termine d'un côté, elle se termine aussi de l'autre côté. 

[19]. Appliquons ceci au cas où la surface (S) admet un système de lignes 
de courbure sphériques ; soit 

A {x % + tf + z 8 ) + 2Bx + Wy + 2Dz + E= 0, (43) 
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l'équation de la famille de sphères qui contiennent ces lignes de courbure, 
A, B, G, D, tétant des fonctions d'une seule des variables p, p t . L'équation 
(E), correspondante au système conjugué formé par les lignes de courbure, admet, 
comme on sait, les cinq intégrales 

as, y, z, x* + y 2 + z*, 1, 

qui sont liées par la relation (1). Il résulte de la proposition générale démontrée 
au début que la suite de Laplace relative à l'équation (E) doit se terminer d'un 
côté après trois transformations au plus. Par suite, étant donnée une surface (S) 
ayant un système de lignes de courbure sphêriques, la détermination des sur/aces qui 
admettent la même représentation sphérique de leurs lignes de courbure se ramène h 
l'intégration d'une équation linéaire pour laquelle la suite de Laplace est terminée 
dans les deux sens. 

[20]. On arrive à un résultat équivalent au moyen d'un théorème de Mr. 
Blutel.* Soient c, c', c" les cosinus directeurs de la normale à la surface (S), 
exprimés en fonction des paramètres a, (3 des deux systèmes de lignes de cour- 
bure ; c, c', c" satisfont à une équation linéaire 

M +a |l + 6 |^ = . (44) 



dad@ ' da^ dp 
Soit, d'autre part, 

ds* = A*da? + GH\& 

le carré de l'élément linéaire de la sphère rapportée aux lignes (a, /3) ; on a 

Cela posé, si les lignes de courbure (/? = const.) sont sphêriques, il existe entre 
c, c', c" une relation de la forme 

b (0) c + h (0) d + b % (0) c" -f b 3 (/?) = h (0) G, (45) 

et réciproquement, si un réseau sphérique orthogonal satisfait à une relation de 
cette forme, il existe une infinité de surfaces admettant le réseau donné pour 
représentation sphérique de leurs lignes de courbure, et pour lesquelles les lignes 
P = G te sont sphêriques. Telle est la proposition de Mr. Blutel. 



* " Sur les surfaces à lignes de courbure sphêriques " (Comptes-rendus ; 10 février 1896). 
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De l'équation (44) on déduit en remplaçant successivement 6 par c, c', c", 

OC OC oc 

multipliant par -^ , ^n > pro e * ajoutant, 

on en tire G= e ^ *, 

et la relation (45) est de la forme à laquelle la seconde proposition générale est 
applicable, car c, d, c", 1 sont quatre intégrales. La suite de Laplace relative à 
l'équation (44) se termine donc dans un sens après trois transformations au plus, 
et, comme elle correspond â un système orthogonal sur la sphère, la suite de 
Laplace doit se terminer dans les deux sens. Nous retrouvons le même résultat 
que par la première méthode. 

La relation (45) peut s'interpréter géométriquement comme il suit. Les 
tangentes aux courbes fi = <7 te forment une congruence qui admet pour seconde 
nappe de la surface focale une surface (2i) ; le système conjugué de (2i) qui cor- 
respond au système conjugué de la sphère se compose de deux familles de courbes 
dont l'une est formée de courbes planes. Les réseaux orthogonaux que l'on 
déduit par projection des réseaux plans orthogonaux de Mr. Rouquet satisfont à 
cette condition. De plus, les plans des courbes planes qui forment une des 
familles du système conjugué de (2i) passent par un point fixe. Par conséquent, 
la suite de Laplace relative à l'équation (44) se termine dans un sens après deux 
transformations seulement. 

On trouvera d'autres applications du théorème général dans un article du 
Bulletin de la Société Mathématique (1896). 



